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Exercicio 1. (Putnam 1972) Prove que nio existe inteiro po-
sitivo n > 1 tal que n|2" — 1.

Exercicio 2. (Leningrado 1990) Prove que para todos os in-
teirosa > 1en , n|p(a" —1).

Exercicio 3. Mostre que se k > 1 entdo 25"1 # —1 (mod k)
Exercicio 4. Prove que todos os divisores dos ntimeros de
Fermat 22" +1, n > 1, sdo da forma 2" 2k + 1.

Teorema 1 (Euler) Um inteiro a satisfazendo mdc(a, p) =1
é o residuo de uma poténcia n-ésima nédulo p se e somente
se vale a relacdo:

T =1 (mod p) com d = mdc(p —1,n).

Exercicio 5. (IMO 2003) Seja p um nimero primo. Demons-
tre que existe um ntmero primo g tal que, para todo inteiro
1, o nimero n? — p ndo é divisivel por g.

Exercicio 6. (IMO 2003 - Adaptado) Seja p um numero
primo. Demonstre que existem infinitos primos g tal que,
para todo inteiro 7, o nimero n” — p nao é divisivel por 4.
Exercicio 7. (TST - China - 2004) Determine todos os in-
teiros positivos m satisfazendo a seguinte propriedade: existe
um primo g, tal que n” — m ndo é divisivel por g, para qual-
quer inteiro 7.
Exercicio 8.

L @,(X) = (X7 — 1)+,
dln

(Propriedades dos Polindmios Ciclotémicos)

2. ®y(X) = XP 1+ XP24+...X+1,se p é primo.

3. Sen = pilp - pk, entdo

c1—1 cp—1 cp—1

Dy (X) = Dppyop (XP1 P2 P ),

4. Se n > 1 é impar, entdo ®,,(X) = P, (—X).
5. Se p é um primo que néo divide 1, entdo

@) = 2,

caso contrério, se p | 1, @pp(X) = Oy (XP).

Exercicio 9. Seja n um inteiro positivo e x um inteiro qual-
quer. Mostre que todo divisor primo p de ®,(X) ou satisfaz
p=1 (modn)oup|n.

Teorema 2 Seja p um ndmero primo. Entdo para todos os
inteiros positivos n e a tais que mdc(n, p) = 1 temos p | P, (a)
se, e somente se, ord,(a) = n.

Exercicio 10. Seja p um nimero primo e x um inteiro qual-
quer. Entdo todo divisor primo g de 1+ x + ---+ xP~! ou
satisfaz g =1 (mod p) ou p = 4.

Exercicio 11.
x é um inteiro e que mdc(P,(X), Py(X)) > 1. Entdo % =p

Sejam a e b inteiros positivos. Suponha que

para algum ntimero primo p e algum inteiro k.



